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savoir, connaître       comprendre 

comprendre : Du latin comprehendere,  

formé de cum (« avec ») et prehendere (« saisir »). 

élèves           étudiants 

https://fr.wiktionary.org/wiki/comprehendere
https://fr.wiktionary.org/wiki/cum
https://fr.wiktionary.org/wiki/prehendere
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D'abord : stabilité de positions d'équilibre 

mg 



Premier exemple simple : valeur seuil 



mg 
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R Petit cercle bleu  

de masse m 

en glissement libre 

sur un grand cercle 

lui-même en rotation 

autour d'un axe vertical 



Modèle 

Principe fondamental de la mécanique 

 forcesam

Travail dans le référentiel entraîné 

prise en compte des forces d'inertie 

Coriolisntentraînemeréactionpoidsam 



Résultats, analyse 
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Illustration : diagramme de bifurcation 

Bifurcation fourche 

Instabilité comme perte de symétrie 
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Cas d'un écoulement 

Solution idéale : écoulement de base 

Stabilité selon Lyapounov : 

• perturbation reste petite 

• perturbation tend vers 0 

• perturbation tend exponentiellement vers 0 

Technique générale : petites perturbations 



Instab. convective / instab. absolue  
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Huerre & Monkewitz, 1990 

stable Instable convectif Instable absolu 

amplificateur de bruit résonateur 



Exemple artificiel 

Equation de Burgers 
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Ecoulement de base  csteU 

Forme en mode normal  txiuu   expˆ

Relation de dispersion   0, F



Bilan pour l'exemple artificiel 
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  0ˆ2  uiUi 

0ˆ u Pas de perturbation 
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 txiuu   expˆPerturbation Problème linéarisé : 



Théorie temporelle / théorie spatiale 

 txiuu   expˆ

Théorie temporelle 

complexe nombre réel nombre ir i 

      txitutixiuu riir   expexpˆexpˆ

terme d'onde amplification 

0i perturbation s'amplifie en t instabilité 

perturbation décroît en t stabilité 0i

ni amplification ni amort. neutre 0i



Théorie temporelle / théorie spatiale 

 txiuu   expˆ

Théorie spatiale 

réel nombre complexe nombre  ir i

      txixutxiiuu riir   expexpˆexpˆ

terme d'onde amplification 

0 i perturbation croît en x instabilité 

0 i perturbation décroît en x stabilité 

0i ni amplification ni amortis. neutre 



Illustrations 
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Définitions 

i coef. ampl. temp 

i coef. ampl. spatiale 

r pulsation 
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rf  fréquence 

r

rv



  vitesse de phase 

r

r
gv








 vitesse de groupe 

Relation de dispersion   0, F

kr  nombre d'onde longueur d'onde 
k
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 txiuu   expˆ



Formalisme 
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Formalisme (opérateurs) 

Forme de mode normal 

Directions d’inhomogénéité de l’écoulement porteur 

Croissance transitoire 
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Ecoulement constant en non visqueux 
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Ecoulement de base : constantes:,,, TPU

U selon l’axe Ox Pour simplifier : 2D 



Solution intuitive 

Problème linéarisé de dimension 4 
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Notation 

Mode entropique 0DS
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 0D Mode de vorticité 

  022  paD Modes acoustiques 

DaDp 2
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Instabilité de Kelvin-Helmholtz 
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interface 

Gravité : g 

Changement de référentiel : 



Illustration 1 (instabilité KH) 



Illustration 2 (instabilité KH) 



Illustration 3 (instabilité KH) 
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Illustration 4 (instabilité KH) 
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Illustration 5 (instabilité KH) 
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Illustration 6 (instabilité KH) 



Instabilité KH : modèle 
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Interface :     txytyxF ,0,, 

Relation cinématique à l'interface (continuité de la vitesse normale) 

Equilibre en contrainte normale à l’interface 



Instabilité KH : modèle (suite) 

Interface :     txytyxF ,0,, 
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Instabilité KH : modèle (suite) 
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Longueur de capillarité 

Coefficient de tension superficielle 

Interface eau-air 

Interface eau-air 

(centre de courbure dans 2) 
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Instabilité KH : Diagramme de stabilité 

instable 

stable 

Effet de la gravité 
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Instabilité KH : Diagramme de stabilité 

instable 

stable 

Effet de la tension superficielle 
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Instabilité KH : Diagramme de stabilité 



Application : jet 
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Suite 
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Suite 
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Exemple de l'écoulement de Poiseuille plan 

x 

y 

Ecoulement visqueux 2D incompressible 

Profil de vitesse parabolique (écoulement de base) 



Modèle 

2h : distance entre les deux parois 
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0 (grandeurs dimensionnelles) 


mU Max de vitesse moyenne (sur l'axe) 
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Equation d'Orr-Sommefeld 

Perturbation : 

     txiyqtyxq f   exp,,

Equations de Navier-Stokes linéarisées : 
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1 22222 








 vUDUD

iRe


dy

d
D 

Equation d'Orr-Sommerfeld 

    01)1(1)1(  vvvvConditions aux limites 



Calcul du spectre 

XBXA .. 

Problème aux valeurs propres généralisé 
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Discretisation 



Exemple de spectre 

r

i

8708.06000  R



Méthode de tir  
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Calcul d’une valeur propre avec valeur initiale (convergence) 

Méthode itérative de Newton-Raphson 

(utilisation du caractère holomorphe supposé) 

Déshomogénéisation 

bAx Résolution de 



Diagramme de stabilité 



Résultats complémentaires 

Modes obliques 

 

Théorème de Squire 

 

Théorème de Rayleigh 

 

Relation de Gaster 

 

Cas d’un écoulement 2,5D 

 

Croissance transitoire, optimale 

 

Approximation  



Plan du cours 

1. Concepts de stabilité 

1. Exemple en mécanique du point 

2. Définitions pour un écoulement 

3. Exemple "artificiel" 

2. Exemples 

1. Ecoulement porteur constant compressible non visqueux 

2. Instabilité de Kelvin-Helmholtz 

3. Instabilité visqueuse (Orr-Sommerfeld) 

3. Extensions 

1. Approximation dans un problème aux valeurs propres 

2. Méthode numérique : collocation spectrale + exemple 



Collocation spectrale 
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 cosPoints de collocation spectrale 
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Fonction inconnue 

Polynôme d'interpolation de Lagrange     
 

2

'
1

2

1
1

Nc

T

i

Ni

i
i
















12 1210  NN ccccc 

6

12 2

00




N
DD NN

 

ki

ik

k

i
ik

c

c
D

 





1

ki 

 212 i

i
iiD








1,,2,1  Ni     k

N

k

iki D
d

d










0

 ii  



Programme Matlab 

---------------------------------- 

données.m : ensemble des directives du calcul 

Initialisation.m : initialisations diverses 

--------------------------------- 

newton.m : calcul d’une valeur propre par méthode de tir 

spectre.m : calcul du spectre 

balai.m : possibilité de balayage paramétrique (via newton) 

desfp.m : dessin de la fonction propre 

----------------------------------  


