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R&urn& On considere un Ccoulement plan stationnaire de fluide incompressible. On Ctudie la 
rkponse d’une couche limite bidimensionnelle laminaire A une perturbation situCe sur la 
paroi d’une plaque plane. Les r6sultats d’un calcul de couche limite g forte interaction 
sont cornpar& g ceux d’un code r&olvant les Cquations compl&es de Navier-Stokes. 
L’interaction forte est obtenue par le calcul simultanC du fluide parfait 1inCarisC et de la 
couche limite, selon la mCthode de Veldman. L’analyse des rCsultats permet de mettre 
en evidence certains aspects de la structure asymptotique en triple couche. 
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Comparison of interactive boundary layer and Navier-Stokes 

solutions for a steady laminar flow past a hump 

Abstract. We consider a steady, laminal; two-dimensional j7ow of an incompressible jluid. The 
response of the boundary layer encountering a two-dimensional hump on a flat plate is 
studied. Using Veldman’s simultaneous method to calculate interacting boundary 
layers, the asymptotic structure of the triple deck model can be taken into account. The 
results are compared with full Navier-Stokes solutions, and some aspects of the 
asymptotic triple-deck theory can be brought into evidence. 
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Abridged English Version 

Boundary layer problems with strong interaction can be handled by solving simultaneously the 
linearized inviscid flow equations together with the boundary-layer local equations. This method was 
first introduced by Veldman for two-dimensional flows (Veldman, 1979). It has been extended to steady 
three-dimensional flows (Roget, 1996, 1997). It relies on the properties of the three-dimensional triple 
deck model (Bogolepov et al., 1983, for example, the strong coupling between the inviscid pressure 
and the boundary layer displacement thickness. 

The system is reduced to four equations with four unknowns, which are the wall values of the 
inviscid velocity streamwise and crosswise components, and the streamwise and crosswise integral 
boundary-layer thicknesses. The elliptic nature of the system is taken into account by several sweeps 
over all the plane domain. The algorithm was tested on various two- and three-dimensional obstacles 
placed on a flat plate. 

A comparison for a two-dimensional case is presented here. The results of the simultaneous method 
are compared with those of PEGASE, developed at ONERA’s OAt2 Theoretical Aerodynamics 
Department. PEGASE is an unsteady Navier-Stokes solver, aimed at direct numerical simulations, but 
only steady results will be presented here. 

We consider a two-dimensional flow of an incompressible fluid on a flat plate, encountering a 
rectangular step (jig. I). The step is 45 cm long and 8 mm high (2% of the boundary-layer height). It is 
placed at L = 19.15 m from the plate’s leading edge. The flow viscosity is such that 
l/v = 5 000 s/m2. With an external velocity of 1 m/s, the Reynolds number based on L is thus: 
Re = 95 750. 

The longitudinal and normal components of the velocity are plotted in jigure 2, at the x = 19.285 m 
abscissa, together with the skin friction distribution. A very close agreement is found on the 
longitudinal velocity, and the perturbation is limited to a thin region close to the wall. On the normal 
velocity profiles, the viscous sub-layer predicted by the triple-deck theory clearly appears. The skin 
friction coefficients are very close, except near the hump’s edges, where singularities are encoun- 
tered in the boundary-layer coupling owing to the sharp comers. 

The physical thicknesses can be compared with the results of the asymptotic theory. The oncoming 
Blasius’ boundary layer is 40 cm thick when encountering the step. The viscous layer’s thickness can 
be estimated as 5.8 cm from the steepness change on the normal velocity profile. The ratio is thus: 

6 boundary layer 0.4 
hub-layer = 5 . 8 lo- 2 = 6.89 

According to the asymptotic theory (Roget, 1996) the orders of magnitude for this kind of hump are: 

hwr deck N Rew 2’3 

giving a ratio: 

amain deck 
-= 
6 

Re’16 = 6.78 
lower deck 

Therefore, the numerical solution agrees very well with the asymptotic orders of magnitude. 
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The close agreement obtained between the simultaneous method, the Navier-Stokes solution, and the 
asymptotic theory constitutes on the one hand a validation for the interacting boundary layer and on the 
other hand a proof of the excellent precision given by the Navier-Stokes solver. The simultaneous 
method is fast enough to allow three-dimensional calculations, and could be extended to more complex 
obstacles than a small hump on a flat plate. 

1. Description du problitme 

Les problemes de couche limite avec couplage fort peuvent Ctre trait& en resolvant simultanement 
les equations 1intarisCes du fluide parfait et les equations locales de couche limite. Ce procede, introcluit 
par Veldman pour les Ccoulements bidimensionnels decollts (Veldman, 1979), a tte ctendu aux 
tcoulements tridimensionnels stationnaires (Roget. 1996 ; Roget et al., 1997). Cela permet de respecter 
la structure asymptotique propre du modele en triple couche tridimensionnel (Bogolepov et Lipatov, 
1985), c’est-a-dire le couplage fort entre la pression parietale du fluide parfait et l’epaisseur de 
deplacement de la couche limite. 

A partir des equations locales de couche limite tridimensionnelles et des equations d’Euler lineari- 
sees a la paroi, on se ram&e a la resolution d’un systeme de quatre equations a quatre inconnues, ,qui 
sont les vitesses longitudinale et transversale pour le fluide parfait a la paroi et les deux Cpaisseurs 
integrales longitudinale et transversale de la couche limite. On en dkduit ensuite les profils de vitesse 
dans la couche limite. Le caractere elliptique du systeme global est pris en compte par un balayage 
rep&Z en x et en 2. 

En vue de valider cette methode, on en a compare les resultats a ceux obtenus par d’autre:s methodes 
sur plusieurs types d’asperites bi- ou tridimensionnelles plactes sur une plaque plane. Dans cet article, 
on pr&ente une comparaison avec une solution << exacte >> des Cquations de Navier-Stokes clans un cas 
bidimensionnel. On considere l’ecoulement plan stationnaire d’un fluide incompressible newtonien, sur 
une plaque plane sans incidence, pourvue d’une asperite. Les rdsultats de la mCthode simultanee sont 
compares a ceux obtenus avec le code PkGASE developpt a la division OAt2 de 1’ONERA (LC et al., 
1996). Ce code est concu pour r&oudre les equations de Navier-Stokes instationnaires, mais seuls des 
resultats stationnaires seront p&sent& ici. Les calculs avec Pl?GASE ont ete effectues dam le cadre 
d’etudes de receptivite de la couche limite (Casalis et Copie, 1996). 

La geometric du probleme est representte sur lajguue 1. 11 s’agit d’une indentation rectangulaire de 
45 cm de long et 8 mm de haut, soit environ un cinquantieme de l’epaisseur de couche limite, situee a 
une distance L = 19,15 m du bord d’attaque de la plaque plane. La viscosite du fluide est telle clue 
l/v = 5 000 s/m’. La vitesse extdrieure valant 1 m/s, on obtient pour le nombre de Reynolds base :sur 
L la valeur : Re = 95 750. L’objectif est done de calculer en detail 1’Ccoulement au voisinage de cette 
microrugosite, en notant eventuellement la presence dun decollement en amont ou en aval ,de celle-ci. 
On comparera aussi les resultats avec les previsions de la theorie asymptotique. 

2. Comparaison des rhltats 

La figure 2 montre les profils de vitesse longitudinale u et normale a la paroi v sur la rugosite, a 
l’abscisse x = 19,285 m, ainsi que l’evolution du coefficient de frottement sur l’ensemble du 
domaine de calcul. Les profils de vitesse longitudinale sont tracts sur environ un huitieme de la 
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Fig. 1. - G6om&ie de l’obstacle. 

Fig. 1. - Geometry of the hump. 
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Fig. 2. - hofils de vitesse et coefficient de frottement. 

Fig. 2. - Ve’elociv profiles and skin friction coefficient. 
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hauteur de couche limite. On constate clue les deux mCthodes donnent des profils identiques, qu-i se 
raccordent tous deux 2 la partie linkaire du profil de Blasius. La perturbation de vitesse longitudinale 
due g la rugositk ne concerne done qu’une sous-couche au voisinage immkdiat de la paroi, tandis 
que la solution de Blasius reste valable en premikre approximation dans la partie suptrieure de la 
couche limite, conformkment B ce que pr&voit la thkorie asymptotique de la triple couche (Roget, 
1996). 

Le deuxikme tracC reprksente l’kvolution de la vitesse normale g la paroi en fonction de y su:r la 
totalitk du domaine de calcul de couche limite. 11 met clairement en evidence la prtsence de la 
sous-couche visqueuse, conformkment 2 la structure en triple couche (Roget, 1996). L2 encore, les 
rtsultats numkriques confirment l’analyse asymptotique, qui prkvoit que pour la vitesse normale, la 
perturbation due B 1’aspCritk est prkpondkrante par rapport B la vitesse normale de la solution de 
Blasius. Les deux mkthodes donnent le m2me rksultat jusqu’au point de changement de pente, mais 
au-de18 de ce point les differences s’accentuent. On peut toutefois remarquer que l’khelle du track 
est trks faible (10e3) et que les differences sont done minimes en valeur absolue, bien plus faibles en 
tout cas que 1’Ccart vis-A-vis de la solution de Blasius. Elles peuvent aussi s’expliquer par le fait ‘que 
la mkthode simultanke est une mkthode de couche limite, qui ne reprksente done pas l’kvolution du 
fluide parfait au-dessus de la paroi. 

Le demier graphique reprksente la comparaison des coefficients de frottement en fonction de 
l’abscisse, sur l’ensemble du domaine de calcul. On observe 2 nouveau quelques diffkrences : ainsi la 
mkthode simultake ne prCvoit pas de pit en amont du bord droit de la bosse, ni de dkollement en aval, 
contrairement au rksultat de PZ?GASE. En revanche, sur le reste du domaine, les deux rksultats sont en 
trks bon accord. Les diffkrences au niveau des discontinuitCs s’expliquent par la prksence de points 
singuliers dans le calcul d’intkgrales de Cauchy intervenant dans le couplage. Cette remarque impose 
de regarder les rksultats de la mkthode simultanke prks des points anguleux avec &serve. hlais lorsque 
l’on s’Cloigne de ces points, la mCthode prouve sa trks bonne capacitk B reproduire la perturbation du 
coefficient de frottement, mCme sur une rugositk aussi faible. 

A partir des rksultats obtenus, on peut aussi comparer les Cpaisseurs physiques aux dimensj.ons 
asymptotiques donnkes par l’analyse des structures en triple couche (Roget, 1996). La couche limite de 
Blasius qui se dkveloppe depuis le bord d’attaque de la plaque a une tpaisseur de 0,4 m au niveau de 
l’indentation. Le profil de vitesse normale permet de mesurer la hauteur de sous-couche visqueuse, au 
point de changement de pente, soit 5,s cm. On obtient alors un rapport: 

La tl-korie asymptotique basCe sur le nombre de Reynolds prkvoit pour des bosses de cette catkgorie les 
ordres de grandeur suivants (Roget, 1996): 

6 couche limite - Re- 1’2 6 sowcouche visqueuse 
N Re- Z/3 

soit un rapport: 

&couche limite 

6 
= &‘I6 = 6 78 

sous-couche visqueuse 

Les tpaisseurs des diffkrentes couches correspondent done bien aux ordres de grandeur prCvus p,ar la 
thkorie asymptotique. 
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3. Conclusion 

En dehors des points anguleux, la methode simultanee donne des resultats en tres bon accord avec les 
resultats du code Pl?GASE sur un cas a priori diffrcile : tres faible hauteur de la rugosite, nombre de 
Reynolds elevt (105) et presence de points anguleux. Ces resultats sont aussi en t&s bon accord avec 
la theorie asymptotique. Ces remarques permettent ?I la fois de valider la methode simultanee develop- 
pee au DERAT, et de confirmer l’excellente precision du code PiCASE. De plus, les resultats de la 
methode simultanee sont obtenus avec un temps de calcul bien plus faible que ceux du code Pl?GASE, 
qui n’a toutefois pas CtC concu pour ce type de travail. Ainsi validee, la methode simultanee permettra 
d’etudier des perturbations tridimensionnelles, pour lesquelles les temps de calcul et les rnaillages 
necessaires ne permettront plus l’utilisation d’un code Navier-Stokes. Elle pourrait Cgalement Ctre 
&endue B des configurations plus complexes qu’une asperite sur une plaque plane. 

Note remise le 7 avril 1997, acceptCe apr&s r&&ion le 26 mai 1997. 
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