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Premier probleme

On consideére le probleme différentiel défini pour ¢t € RT :

y' +y—ey’ =0
y(0)=1 y'(0)=0

1° Mettre en ceuvre le méthode des échelles multiples en posant comme dans le cours :
y(t) =Yo(t,7) +eYi(t, 7) + o(e) avec T = ¢t

Ecrire les équations pour Yy et Y7.
2°  Déterminer Y en notant A(7) la “constante” d’intégration (qui est en fait fonction de 7).
3°  Calculer la solution générale pour cette fonction A(7).
4°  En utilisant les conditions initiales, montrer que l’on a finalement : Yy(¢,7) = cos(t — 37/8).

5° Ecrire I’équation différentielle pour Y7 ainsi que les conditions initiales que cette fonction
doit satisfaire.

6°  Quelle est la forme générale de Y; ? Comment mene-t-on le calcul (ne pas Ueffectuer) ?
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Second probleme

On considere le probleme différentiel :
62y// _|_l,2y/ _ (x2 _|_€1/2)y -0
y(0) =1 y@1)=1

ou € est un petit parametre par rapport a 1 : e < 1.

1° Montrer qu’il s’agit 1a d’un probléme de perturbation singuliere. On admet qu’il existe une
couche limite en z = 0.

2° Calculer completement l'ordre dominant de la solution extérieure. On montrera que la
solution & l'ordre dominant s’écrit : yo(z) = exp (x — 1).

3° Chercher les solutions possibles pour une variable interne (en posant = XeP, on trouvera
p=1/2 et p=3/4). Montrer qu’il y a deux couches limites superposées que 1’on appellera (en

justifiant) couche interne et couche du milieu. Commenter la figure 1.
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FIGURE 1 — Résultat numérique de (2) pour € = 0.002

4° Calculer l'ordre dominant de la solution dans chacune des deux couches (sans chercher a

calculer les constantes d’intégration).

5°  En écrivant soigneusement les conditions de raccord déterminer les zones de recouvrement

et les constantes d’intégration. Ecrire la solution composite (toujours & 'ordre dominant).
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Premier probleme

1° Ce sont les mémes notations correspondant aux mémes changements de variable que dans
le cours, on utilise donc directement les résultats. On a ainsi :

yt) = Yo(t,7) +eYi(t,7) + o(e)
R RN
y'(t) 5 +e o + 5 +o(e)
9%Y, 0%y, 0*Wy
1
y't) = 9 +e <26t87 + 52 ) +o(e)

On reporte ces expressions dans ’équation différentielle de départ en se limitant au premier
ordre en ¢ :

o2 aor T on

On en déduit les équations que doivent satisfaire Yy et Y7 :

%Y, 0%Yy  0*Y;
0 < 0 1)+(Y0+5Y1)6Y03+o(a)—0

2
O vy = 0
e -
02Y; Y,
etV = e+

2°  La premiere équation de (3) s’inteégre sans difficulté. En notation complexes, on obtient :
Yo(t) = A(r)e™ + A()e " (4)

avec les notations de 1’énoncé.

3° Pour déterminer I’équation que satisfait la “constante” A(7), la démarche est toujours la
méme. On reporte dans la deuxieme équation de (3) la solution (4) et on annule les termes
séculaires de sorte a ce que le développement asymptotique initial y = Yy + €Y7 + o(e) soit
effectivement valide. Cette deuxiéme équation s’écrit :

0*Y;

50 +Y: = —2iA'e + A3e3 + 347 A + c.c.
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en notant comme d’habitude “c.c.” le complexe conjugué de ’expression précédente. La fréquence
propre est 1, aussi annuler le terme séculaire revient a imposer :

—2A" +3A%4 =0

On cherche les solutions de cette équation différentielle sous forme polaire : A(7) = p(7) exp i6(7).
On trouve :
—2ip' +20'p+3p> =0

Cette équation est écrite dans le plan complexe. En séparant partie réelle et partie imaginaire,
on obtient :
P =0 et (20" +3p*) p=0

La premiere équation donne p = pg avec py une constante. En supposant cette constante non

nulle (hypothése raisonnable, sinon on a Yy = 0) la seconde équation s’écrit :
20' +3p% =0

qui s’integre en :
3
0 =00 — —pr
2
avec fy une constante. Des expressions précédentes, on obtient :

. 3
A(T) = poexp [Z (90 - 2P37')]
d’ou finalement :

3
Yy = 2pg cos (t + 6y — Qp(z)r) (5)

avec, donc, pg et 0y deux constantes d’intégration (& déterminer par les conditions initiales du
probléme).

On écrit les conditions initiales. Vu 'expression de y'(t) rappelée & la premiére question, ces

conditions se traduisent par :

Y,
Y5(0,0) =0 et —2(0,0)=0
ot
L’expression (5) conduit aux équations :

2ppcosfy =1 et sinfy =0

On peut prendre y = 0 d’ott py = 1/2, sachant que 'autre choix (0 = 7 et pg = —1/2) conduit
in fine au méme résultat pour Y. Finalement, on trouve donc :

Yo(t, 7) = cos <t — 3;) (6)
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Dans I'exemple traité, I’échelle lente ne modifie pas 'amplitude ou la fréquence de 'oscillation
rapide, comme c’est souvent le cas, mais la phase, voir figure ci-apres.
Il est intéressant de regarder numériquement ’approximation ainsi faite. L’approximation naive

de I’équation initiale consiste a négliger simplement €. On obtient alors sans difficulté la so-

lution y, = cos(t). La figure 2 donne la comparaison entre la solution exacte (i.e. calculée

exact
MEM

cos(t)

FIGURE 2 — Comparaisons entre les solutions exacte (en noir), Yy, comme donnée par (6), (en

rouge) et 'approximation naive en cos(t) en bleu, pour € = 0.2.

numériquement), 1’approximation Y donnée par la méthode des échelles multiples & l'ordre
dominant, relation (6), et la solution naive y, = cos(t). On a pris € = 0.2, pour des valeurs
inférieures, il est tres difficile de distinguer la solution exacte de I’approximation Y.

5° L’équation générale pour Y] est écrite dans le systéme (3). Il n’y a plus qu’a remplacer le

terme de droite par la valeur connue (6) de Yy. On a :

%——sin t—3—T 62Y0—§cos t—S—T
ot 8 otor 8 8
d’on ’équation :
02%Y; 3 3 3
5‘t21 +Y: = =7 s (t - 87—) + cos® (t - 8T> (7)

Pour les conditions aux limites, on introduit les développements asymptotiques, comme on ’a
fait dans I’équation différentielle. Ainsi la condition y(0) = 1 se traduit par : ¥5(0,0)+<Y7(0,0)+

o(e) = 1, d’on lon tire : ¥5(0,0) = 1 que l'on a déja utilisé pour déterminé la solution a 1’ordre
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dominant et Y7(0,0) = 0. La deuxie¢me condition y'(0) = 0 se traduit par :

Yy Yy oY1
—(0,0 —(0,0) + —(0,0 =0
200+ (5200 + Zr0.0) + o)
La relation a ’ordre dominant a déja été écrite et utilisée précédemment, il reste en fait :
oYy Yy
—(0,0) = ———(0,0
5¢ (0,0) 5, (0:0)

L’expression de Y donnée par (6) montre que le terme de droite est nul, les conditions aux

limites finales pour Y7 sont donc :

Vi(0,00=0 et %(0,0) — 0

6° Au final, le probléme a résoudre pour Y; s’écrit :

Y1(0,0) =0 et ——(0,0)=

La technique de résolution consiste a utiliser la méthode de la variation de la constante.
Second probleme

12 Le petit parametre € est devant le terme dont 'ordre de dérivation est maximal. Des lors si
I’on simplifie d’emblée I’équation on se retrouve avec une équation différentielle d’ordre inférieur
(1 au lieu de 2 dans le cas présent) et donc avec une condition aux limites en trop. Il s’agit

donc bien d’un probléeme de perturbation singuliere.

2° On note y la solution extérieure, sensée étre une approximation de la solution exacte dans
une certaine région (dite extérieure) en dehors de x = 0, endroit de la couche limite. A 1'ordre

dominant, on peut écrire :
y(z) = yo(z) + ey (z) + o(e)

et, comme dans le cours, on suppose que ce développement est régulier (dans la région extérieur)
au sens out ’on peut dériver cette équation avec conservation des ordres de grandeur. Bien sir,
rien ne garantit que le terme suivant I'ordre dominant yg soit en O(g). On se contente en fait
de lordre dominant y(z) = yo(x) + o(1), ce que l'on reporte dans I’équation différentielle :

&2 (yf +0(1)) + 2% (yh + o(1)) — (2% + /%) (3 +0(1)) =0
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ce qui conduit a :

22y, — 2%yy = 0

a l'ordre dominant. Sauf peut-étre en z = 0 (ce qui n’est pas une restriction, vu que la couche
limite est supposée en ce point et 'on cherche en fait ici la solution extérieure), on a donc
yo — yo = 0 d’olt yg = Aexp(x) avec A une constante d’intégration. On a yo(1) = 1 ce qui

permet de calculer A; on trouve finalement :

yolz) = ¢~ 1 (8)

pour 'ordre dominant de la solution extérieure.

3° Pour la solution interne, on procéde comme dans le cours, on effectue un changement
d’échelle : © = XeP avec p > 0 un réel a déterminer. On pose : Y(X) = y(z) et on suppose
que dans la zone interne (dans la couche limite), le développement Y (X) = Yy(X) + o(1) est
régulier dans le méme sens que précédemment (sauf qu’ici on se place dans la couche limite
et on travaille avec la variable interne X). En reportant ce développement dans 1’équation

différentielle ot 'on a effectué le changement de variable = XeP, on obtient :
€27 (Y +o(1)) + X% 7P (Yg + o(1)) — X 2% (Yo + o(1)) — /2 (Y5 +0(1)) = 0

Les différentes puissances de € sont : 2 — 2p, p, 2p et 1/2. On reporte ces différentes puissances

dans le diagramme les donnant en fonction de p, voir figure 3. On constate que deux valeurs de p

A

2-2, 2
P\ /P P

1/2

he I

FIGURE 3 — Puissances de ¢ en fonction de p. Deux valeurs de p donnent deux termes de méme
grandeur : p = 1/2 et p = 3/4.

permettent d’équilibrer l'ordre de grandeur de deux contributions différentes dans I’équation

ST
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différentielle : p = 1/2 et p = 3/4. Ces deux valeurs correspondent & deux échelles différentes
pour la variable interne, plus p est grand plus il faut dilater pour se ramener a une variable
en O(1). On en déduit l'existence a priori de deux couches : une couche interne pour p = 3/4 et
une couche intermédiaire (coincée entre la couche interne et la zone extérieure) pour p = 1/2.
La courbe donnant la solution exacte portée sur la figure 1 de ’énoncé confirme la présence de
ces deux couches.

Posons o = &'/2 et Z(€) = y(z) pour la couche intermédiaire. A 'ordre dominant, on
reporte Z(&) = Zp(€) 4+ o(1) dans I’équation. On obtient :

222 (Z 1 0(1)) + €212 (Zy + o(1)) — €% (Zo + o(1)) — €'/ (Zo + 0(1)) = 0

soit
70— Zy=0

a 'ordre dominant. La solution de cette équation ne pose pas de difficulté, on trouve :
Zo(€) = Ke1/€ (9)

avec K une constante d’intégration.

Pour la couche interne, on pose = = &3/ et y(z) = Z(€). Comme ci-dessus, on reporte Z(£) =
Zo(€) + o(1) dans I’équation et on trouve :

e/ (Z +o(1)) + £2e3/4(Z) + o(1)) — £%€3/2(Zy + o(1)) — €'/% (Zy + 0(1)) = 0
d’ott Z§ — Zy = 0 a lordre dominant. La solution générale s’écrit
Zo(€) = Ae® + Be™¢ (10)

avec A et B deux constantes d’intégration.

On a deux raccords a écrire : un premier entre la solution interne et la solution in-
termédiaire et un second entre la solution intermédiaire et la solution extérieure déterminée
précédemment (8).

Commengons donc par la solution interne qui doit d’un coté vérifier la condition aux li-
mites Zp(0) = 1, d’ou : A+ B =1 et de Pautre se raccorder avec la solution intermédiaire (9)
sur un certain domaine de recouvrement. Comme toujours, on suppose que le recouvrement
se fait pour la variable interne grande. On suppose donc & > 1 soit z > /4. Pour que le
raccord ait lieu, il ne peut y avoir de comportement exponentiellement croissant. On impose
donc A = 0, il reste donc B = 1 en vertu de la condition en 0. Pour z >> ¢%/4, la solution interne
est en exp(—ze3/4) et la solution intermédiaire en Ke=1/X = Ke=="*/*_ La premitre est ex-

ponentiellement petite, pour que le raccord puisse avoir lieu il faut que la seconde soit elle aussi

- 8-
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exponentiellement petite ce qui impose & < /2. Ainsi le premier domaine de recouvrement
est :
3/t < xel/?

et le raccord vaut 0 (valeur commune des deux solutions sur ce domaine de recouvrement).

Regardons maintenant le raccord entre la solution intermédiaire et la solution extérieure. La
aussi, on suppose qu’il faut prendre la variable intermédiaire grande pour se situer dans la zone
de recouvrement. On prend donc z >> ¢!/2. Ainsi la solution intermédiaire est exponentiellement
proche de K avec la condition x > /2. Cette solution doit se raccorder avec exp(z —1) qui est
la solution extérieure. On impose a priori la condition usuelle z < 1 ce qui donne le domaine

de recouvrement et la condition de raccord :
P <wr<xl et K=e!

Pour obtenir la solution composite, on procede comme dans le cours, on additionne les solutions
dans chaque zone et on retranche les raccords (pour ne pas les compter deux fois). On obtient
ainsi :

Yeo(x) = exp(x — 1) + exp(—1 — 51/2/x) —exp(—1) + exp(—x/€3/4)

pour la solution composite a 'ordre dominant. On peut résumer I’ensemble des résultats pour
les diverses solutions :

yo(x) = exp(z —1)
Yo(w) = exp(—z/e¥*) (11)
Zo(w) = exp(~1 - ¢'/?/x)

Ye,0(x) = exp(x — 1) + exp(—1 — 51/2/z) —exp(—1) + exp(f:c/ss/‘l)

pour respectivement les solutions extérieure, intérieure, intermédiaire et composite, toutes
déterminées a ’ordre dominant.

En se limitant & 'ordre dominant comme indiqué dans 1’énoncé, il est intéressant de posi-
tionner la solution en comparaison des approximations dans les différentes régions (intérieure,
intermédiaire et extérieure). C’est 'objet du graphe de gauche de la figure 4 ol 'on trouvera
les représentations des solutions intérieure, intermédiaire et extérieure comparées a la solution
composite pour € = 2 1073,

Maintenant, il est également important de regarder comment la solution composite se com-
pare avec la solution “exacte”, en fait obtenue numériquement par résolution de I’équation
différentielle compléte (2). Cette comparaison est donnée sur la figure 4, graphe de droite,
pour € =2 1073,

On constate que la solution composite se compare tres bien avec la solution numérique. A noter

toutefois un écart croissant dans la solution extérieure. Pour améliorer ce comportement, il faut
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FIGURE 4 — A gauche : solutions intérieure, intermédiaire, extérieure comparées a la solution

composite, toutes calculées & I'ordre dominant pour e = 2 1073. A droite : comparaison entre

la solution composite et la solution numérique de I’équation complete pour € = 2 1073 & I'ordre

dominant.

passer & lordre suivant. On montre que l'ordre dominant est en O(y/€). Tous calculs faits, les

expressions analytiques sont :

yi(z) = exp(z — 1) + V2 [(1 - ;) exp(z — 1)]

Yi(z) = exp(—a/*/*) + o(V/2)

. (12)
Zy(z) = exp(—1 — e'/2/z) + Veexp(—1 — /2 /) (1 + \/§>
<)

(o) = (@) + ¥i(0) + 21(2) - expl-1) (140 + L

Les allures des approximations & cet ordre O(y/¢) sont données sur le graphe de gauche de la

figure 5, toujours pour la méme valeur de ¢ = 2 1073, Le graphe de droite donne la compa-

raison entre la solution exacte et la solution composite y. 1 & cet ordre. On constate une nette

amélioration surtout dans la zone extérieure.
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' intermédiaire ' "exacte"
0.8F intérieure 0.8
o7l composite 07
0.6F 0.6
>05¢F >0.5
0.4 0.4
0.3 0.3
0.2f 0.2
0.LH 0.1
0 T 1 0 [ L1 L1 P 1
0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1

F1GURE 5 — A gauche, solutions intérieure, intermédiaire, extérieure comparées a la solution
composite, toutes calculées & I'ordre O(y/) pour ¢ = 2 1073. A droite : comparaison toujours
& Pordre O(y/2) entre la solution composite et la solution numérique de ’équation complete

pour € =2 1073,
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